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Den Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchung bildet 
folgende Tatsache: Wird eine Ebene durch eine Anzahl gerader 
Linien in einzelne Gebiete zerlegt, so kann man unter gewissen 
Bedingungen diese Zerlegung als die geometrische Darstellung 
einer Gruppe, jedes einzelne Feld als Repräsentanten eines Ope- 
rators der Gruppe auffassen. Hat man nämlich die Bestimmung 
getroffen, daß das Schneiden jeder Linie in einer festgesetzten 
Richtung die rechtsseitige Multiplikation mit einem bestimmten 
Operator bedeutet, so ist zur Charakterisierung dieser Zerlegung 
als Gruppe nur erforderlich, daß bei allen möglichen Übergängen 
von einem Feld zu einem andern die Gleichungen erfüllt werden, 
die eine bestimmte Gruppe definieren. Die Einteilung einer 
Ebene durch Geraden kann aber nur in den einfachsten Fällen 
zu der erwähnten Darstellung verwendet werden. Nach deren 
Behandlung soll dann im folgenden untersucht werden, wieweit 
das erwähnte Prinzip anwendbar ist, wenn man als Einteilungs- 
elemente der Ebene zu den Geraden noch Halbgeraden und 
Strecken hinzunimmt. 


Eine Gruppe, die nur aus den verschiedenen Potenzen eines 
Operators a der Ordnung z besteht, kann man dann dadurch 
repräsentieren, daß man die Ebene in eine Reihe paralieler Strei- 
fen zerlegt, die etwa in vertikaler Richtung verlaufen mögen. 
Einen dieser Streifen ordnen wir dem Einheitsoperator der Gruppe 
zu und bezeichnen ihn dementsprechend mit I. Schneiden wir 
ietzt, von dem Einheitsfeld ausgehend, von links nach rechts 
die. erste Gerade, so bedeute dies die Multiplikation mit @; der 
Streifen, in den man so gelangt, stellt den Operator a, der 
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nächste @?, der folgende a? u.s. w. dar. Hat man auf diese Weise 
n Linien überschritten, so gelangt man in ein neues Einheitsfeld, 
von dem aus sich die sämtlichen Potenzen von a in derselben 
Reihenfolge beliebig oft wiederholen. Geht man dagegen von 
irgend einem Feld aus in umgekehrter Richtung, also von rechts 
nach links, so bedeutet jetzt das Schneiden jeder Linie eine Mul- 
tiplikation mit der Reziproken a”-!. Wir bemerken dazu noch, 
obwohl diese Festsetzung erst für das Folgende von Bedeutung 
ist, daß unter einer Multiplikation schlechtweg immer eine rechts- 
seitige verstanden werden soll. 


Es reichen natürlich zur vollständigen Darstellung einer zyk-- 
lischen Gruppe ebensoviel Geraden aus, als ihre Ordnung beträgt; 
dann muß man sich jedoch vorstellen, daß die beiden äußersten 
Gebiete, die gleich hohen Potenzen von a entsprechen, durch 
das Unendliche hindurch zusammenhängen, eine Auffassung, die 
für manche später vorkommenden Fälle ungeeignet ist. 


Ist die Ordnung eines Operators eine gerade Zahl =2z, so 
kann man die Potenzen von a auch durch die 2z Winkelräume 
darstellen, die z durch einen Punkt ? gehende Geraden bil- 
den (Fig. 1). Das Schneiden der z Geraden zur Darstellung 
einer Multiplikation mit @ möge dabei so erfolgen, daß eine 
Drehung um ? in positivem Sinn erfolgt, während bei negativem 
Drehungssinn das Schneiden einer Geraden einer Multiplikation 
mit a”! gleichkommt. Wählt man speziell alle Winkel zwischen 
zwei aufeinanderiolgenden Geraden gleich 2x , so kann man den 


Operator a auch aufiassen als die Drehung eines Winkelraumes 
um 2x in positivem Sinn. 

Zwei durch einen Punkt gehende Geraden liefern demnach 
ein Bild der Gruppe a*=1. Eine andere Gruppe, die ebenfalls 
durch den Schnitt zweier Geraden veranschaulicht werden kann, 
ist die in Fig. 2 dargestellte Vierergruppe : a?—1, >22 28 
c=ab. Hierbei müssen die beiden Geraden verschiedene Be- 
deutung haben; während das Überschreiten der einen eine Mul- 
tiplikation mit a darstellt und dementsprechend die Gerade selbst 
mit g. bezeichnet ist, bedeutet das Schneiden der anderen eine 
Multiplikation mit 5. Im Gegensatz zu früher ist es hier nicht 
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nötig, einen Richtungsunterschied für die Multiplikation mit @ und 
a! bezw. 5 und 5! festzusetzen, denn da @ und 5 von zweiter 
Ordnung sind, also a=a-!, b=b!, so müssen beide Rich- 
tungen zusammenfallen, wie es in der Tat der Fall ist. 


Dieselbe Gruppe erhält man wieder, wenn man durch drei 
nicht durch einen Punkt gehende Geraden die Ebene zerlegt 
und ihnen die Operatoren a, 5 und c der Vierergruppe ent- 
sprechen läßt (Fig. 3). Das gewählte Einheitsfeld scheint dabei 
eine Ausnahmestellung einzunehmen, indem es nur einmal auf- 
tritt, jedes andere aber doppelt. Denkt man sich jedoch die 
Zeichnung auf einer Kugel ausgeführt, so zerfällt deren Ober- 
fläche durch die drei größten Kreise g,, 9, und g. in acht 
sphärische Dreiecke, und es tritt alsdann noch ein zweites Ein- 
heitsfeld auf. Die Vertauschbarkeit aller Operatoren untereinander 
geht aus den beiden Darstellungen hervor. 


Da sich bereits durch den Schnitt von vier und mehr Ge- 
raden keine widerspruchsfreien Verknüpfungsregeln für eine 
Gruppe finden lassen, wollen wir von jetzt ab, wie schon oben 
erwähnt, auch noch Halbgeraden und Strecken zur Einteilung 
der Ebene verwenden. Wir wollen außerdem, da ja die ganzen 
Betrachtungen der Analysıs situs angehören, als erlaubt anneh- 
men, dab die verschiedenen Einteilungselemente g,, deren Schnitt 
in der einen Richtung eine Multiplikation mit @, in der entgegen- 
gesetzten mit @=! bedeutet, innerhalb einer und derselben Gruppe 
von verschiedener Größe sein können. 


Seien ferner die Operatoren a und 5 die einzigen, denen 
Einteilungselemente g.„ und g, entsprechen, und ist irgend ein 
Operator der Gruppe c—=a? b*, so muß das Gebiet, welches ihn 
repräsentiert, dadurch eindeutig bestimmt sein, daß man vom 
Einheitsfeld aus zunächst 7 Elemente g.„ und darauf kA Elemente 
£, überschreitet. Kann man andererseits von dem Gebiet I aus 
auch dadurch zu demselben Feld gelangen, dal man zunächst 
k' Elemente 2, und darauf A’ Elemente g„ schneidet, so hat die 
Darstellung nur dann einen Sinn, wenn zwischen den Operatoren 
der Gruppe die Beziehung besteht a® +—b*' a!'. 





Auf die sämtlichen in einem Punkt ? zusammenstoßenden 
Elemente g9,, &, 8, . . . angewendet, kann man die Forderung 


auch folgendermaßen aussprechen: Durchläuft man das Stück 
einer um P führenden, geschlossenen Kurve von A nach B, das 
eine Mal eine positive, das andere Mal eine negative Drehung 
um P ausführend, so muß in beiden Fällen das Produkt der ge- 
schnittenen Elemente dasselbe sein. 


In den Figuren 4-16 sind eine Reihe endlicher, abstrakter 
Gruppen nach diesem Verfahren dargestellt. Fig. 4 veranschau- 
licht den Fall a®=1, 5’=1, ba=ab für n=4. Daberpess 
immer das Schneiden einer senkrechten Geraden von links nach 
rechts eine Multiplikation mit 5, das einer horizontalen von unten 
nach oben eine Multiplikation mit @. Behält man dieselbe Ein- 
teilung bei, kehrt aber wie in Fig. 5 in benachbarten vertikalen 
Streifen die Multiplikationsrichtung von @ um, so erhält man ein 
Bild rden- Gruppen Qu Der 


Eine andere Darstellung der nämlichen Gruppen gewinnt 
man auf folgende Weise: rz Strahlen g. liefern zunächst die 
Untergruppe, die aus den Potenzen des Operators a besteht. Dann 
grenzen wir durch z Strecken g, aus den Winkelräumen ein 
n-Eck ab und erkennen, daß diese Figur die Gruppe a”—l, 

’—], ab=ba darstellt, wenn die Strahlen og. im Innern des 
Polygons wie außerhalb in demselben Drehungssinn überschritten 
werden, gleichviel ob man dazu den positiven oder negativen 
wählt (Fig. 6). Ist dagegen der Drehungssinn innen positiv und 
außen negativ oder umgekehrt, so haben wir eine Deutung der 
Gruppen 22-17 Do Dan De 


Die Figuren 8—10 sind für den Fall gezeichnet, daß wieder 
eine der beiden Beziehungen gilt ba=ad oder ba=ar-1b, aber 
außerdem noch die Gleichung a”—b*. Bemerkenswert ist die 
große Ähnlichkeit der durch Fig. 9 dargestellten sogenannten 
Quaternionengruppe mit der Gruppe a®=1, 5b’—=1, ba=a?°Db. 
In der Anordnung der acht Felder, die eine Gruppe ausmachen, 
stimmen beide Zeichnungen überein, sie unterscheiden sich aber 
in der Art, wie sich die einzelnen aneinander reihen. Durch- 
wandert man nämlich in Fig. 5 einen horizontalen Streifen, SO 
kommt man, da 5 von der Ordnung 2 ist, schon nach zweimaligem 
Überschreiten einer Vertikalen zu dem Operator, von dem man 
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ausging, in Fig. 10 dagegen erst nach viermaligem, entsprechend 
der Ordnung 4 von d. 


Der tiefere Grund dieser Ähnlichkeit in der geometrischen 
Darstellung liegt in der Ähnlichkeit des inneren Aufbaus beider 
Gruppen, wie er aus dem Cayleyschen Quadrat zu erkennen ist. 


Beeshar fürdier Gruppe a?—1,.5°=1, dba=a°b die 
Form: 


| 1 DER RE | ET RN, 
1 | 1 a @ a 5b aba:b as 
a ORTEN | abrarb'.asbi ra 


Damon al sa ınad ash hl. sah 
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Zerlegen wir nun die Tabelle in der angedeuteten Weise in 
vier Quadrate von ie vier Zeilen und Spalten, so können wir in 
einfacher Weise das Quadrat der Quaternionengruppe dadurch 
erhalten, daß wir in dem rechten unteren Quadrat die erste Spalte 
mit der dritten und die zweite mit der vierten vertauschen, die 
drei übrigen Quadrate aber ungeändert lassen. Dasselbe hat also 
folgende Zusammensetzung: 


b bb: abi 0b 8 a 1 a? 


ab ab nad- Word u a 02 a 
ab|a?b ab ab 5b a 1 a 


In besonders übersichtlicher Weise lassen sich endlich noch 
alle Gruppen von dem Typus a”—=1, #1, ba=ab" behandeln. 
Das allgemeine Schema ist durch Fig. 11 gegeben. In den durch 
Fig. 12 und 13 dargestellten Spezialfällen sind die verschiedenen 
Potenzen von « durch ihre Reste mod 7 ersetzt. 


Zum Schluß seien noch einige Gruppen angeführt, bei denen 
zwar der Schnitt mit einer Vertikalen in verschiedenen horizon- 
talen Streifen verschiedene Bedeutung hat, aber gewisse Gesetz- 
mäßigkeiten trotzdem zu erkennen sind. Ist dabei wegen der 
abwechselnden Bedeutung das Stück einer Vertikalen in einem 
Horizontalstreifen mit einem Operator bezeichnet, so möge einer 
Multiplikation mit demselben immer ein Überschreiten dieser 
Strecke von links nach rechts entsprechen. 


Eine besonders einfache Gesetzmäßigkeit ist in Fig. 14 zu 
erkennen. Bemerkenswert ist, wie bei den Gruppen Fig. 15 u. 16 
der Schnitt einer Vertikalen in gleicher Weise seine Bedeutung 
ändert. In beiden Fällen stellt dieser nämlich in drei übereinander- 
liegenden Horizontalstreifen die Multiplikation mit drei verschie- 
denen Operatoren dar, und diese Bedeutung wiederholt sich in 
den folgenden Streifen periodisch. Dabei haben die zweite und 
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dritte Vertikale zwischen denselben Horizontalen die gleiche Be- 
deutung, die erste aber erscheint gegenüber diesen beiden um 
einen Streifen nach aufwärts verschoben, während die vierte Ver- 
tikale in beiden Gruppen eine Ausnahmestellung einnimmt. Die 
Vertauschbarkeit von a und 5? ist aus Fig. 16 leicht zu ersehen. 


SZ 

Die Darstellungsweise ist auch anwendbar auf Gruppen von 
unendlich hoher Ordnung. Fig. 17 veranschaulicht die allge- 
meinste Gruppe zweier Operatoren. Zwischen a und 5, die von 
unendlich hoher Ordnung sind, besteht in diesem Falle keine 
Beziehung. Dementsprechend werden die Gebiete a und 5 durch 
eine Linie getrennt, die nicht überschritten werden darf, und diese 
Trennungslinie wiederholt sich bei den folgenden Potenzen und 
Produkten von a und b derart, daß man von dem Einheitsield 
zu jedem anderen Gebiet nur auf einem einzigen Weg gelangen 
kann, vorausgesetzt, daß man nur positive Potenzen von a und d 
verwendet, d. h. in der Figur immer nur von unten nach oben 
die Elemente 9, und g, schneidet. Die Zeichnung läßt sich leicht 
so umgestalten, daß sie auch für beliebig viele Operatoren gilt. 

Nehmen wir wieder an, @ und d seien von unendlich hoher 
Ordnung, aber beide mit einander vertauschbar, so gibt Fig. 18 
ein Bild der unendlichen Gruppe. 

Eine andere unendliche Gruppe ist die durch die drei Be- 
ziehungen bestimmte: 

Bee Da—n20 

Die Potenzen von a und 5 wollen wir dabei in der durch 
Fig. 1 angedeuteten Weise darstellen. Dies erreichen wir da- 
durch, daß wir als Einheitsfeld der Gruppe Fig. 19 ein Quadrat 
wählen mit zwei zusammenstoßenden ausgezogenen und zwei 
durchbrochen gezeichneten Seiten. Drehen wir das Quadrat um 
den Eckpunkt der beiden erstgenannten Seiten in positivem Sinn 
um 1, 2 und 3 R, so mögen die neuen Lagen mit a, a’ und a? 
bezeichnet werden. Ebenso mögen die Potenzen db, 5°, 5? durch 





*) vgl. Netto: Über die Bildung abstrakter Gruppen aus zwei Elementen. 
Crelles Journal, Bd. 128, $ 10. 
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Drehungen in positivem Sinn um den Eckpunkt der durchbrochen 
gezeichneten Seiten zustande kommen. Macht man nun die neuen 
Lagen der erwähnten Eckpunkte in gleicher Weise wieder zu 
Drehungsmittelpunkten, so findet man auch die Gleichung dba—a®b? 
bestätigt und man erkennt, daß der Erzeugung stets neuer Quad- 
rate keine Grenze gesetzt ist, die Gruppe also von unendlich 
hoher Ordnung: ist. 


Um nun zu erkennen, welche Ordnung ein Operator besitzt, 
der durch ein bestimmtes Feld dargestellt wird, teilen wir alle 
(Quadrate in vier Klassen ein und rechnen ein jedes in die Klasse 
0, 1, 2 oder 3, je nachdem es gegenüber dem Einheitsfeld eine 
Drehung von 0, 1, 2 oder 3 R um seinen Mittelpunkt erfahren 
hat. Zur Klasse 1 gehören daher z. B. die Quadrate a und a? b°, 
zur Klasse 2 ab und da und zur Klasse 3 5? und ab? Die zur 
Klasse 0 gehörigen Quadrate sind sämtlich in der Zeichnung 
schraffiert. Eine andere als eine dieser vier Möglichkeiten gibt 
es nicht. 


Will man nun das Einheitsfeld derart in die Lage eines 
Quadrates der 1. Klasse bringen, daß sich alle entsprechenden 
Stücke decken, so hat man es erst parallel zu sich selbst in die 
neue Lage zu verschieben und ihm dann noch die erwähnte 
Drehung um seinen Mittelpunkt zu erteilen. Wiederholt man 
diesen Vorgang an dem neuen Feld in derselben Weise u. S. W., 
so gelangt man nach viermaliger Ausführung stets zu dem Ein- 
heitsfeld zurück. Alle Operatoren. die diesen Quadraten ent- 
sprechen, sind daher von der Ordnung 4. In der Figur ist an- 
gedeutet, wie man auf diese Weise zu dem Operator a?b? und 
seinen Potenzen gelangen kann. 


Die sämtlichen Felder der Klasse 2 stellen dann, wie man 
in ähnlicher Weise erkennt, Operatoren der Ordnung 2, die der 
Klasse 3 wieder solche der Ordnung 4 dar. In der Klasse 0 da- 
gegen kommen nur solche Felder vor, die gegenüber dem Ein- 
heitsquadrat lediglich eine Parallelverschiebung nach irgend einer 
Richtung erfahren haben. Diese Entstehungsweise führt also 
niemals zur Einheit zurück, die Operatoren, die den betreffenden 
(Quadraten zugeordnet sind, sind mit Ausnahme der Einheit von 
unendlich hoher Ordnung. 


_ 
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Mit dieser Einteilung, ‚die aus der geometrischen Anschauung 
gewonnen wurde, ist eine andere Einteilung identisch, die auf 
folgendem Prinzip beruht. Einen beliebigen Operator 

aba. letter =) 
der Gruppe rechnen wir in die Klasse, in die das zu ihm ge- 
hörige ı (mod 4) zu rechnen ist. Auch in diesem Falle hat man 
den Satz: 

Alle Operatoren der ersten und dritten Klasse sind 
von der Ordnung 4, die der zweiten von der Ordnung 2; 
die Klasse Null, die zugleich eine Gruppe darstellt, ent- 
hält die Einheit und außer ihr nur Operatoren der Ord- 
nung =». 

Der Beweis dieses Satzes gestaltet sich einfach, wenn man 
setzt: ER NH b=|z,,iz+1—i 
und an Stelle der abstrakten Gruppe die zu ihr einstufig isomorfe 
Gruppe in analytischer Darstellung betrachtet. Dann hat jeder 
Operator der Dimension A die Form *) 

Geiz lizer kl, 
wo k eine komplexe Größe bedeutet: 

Für die verschiedenen Potenzen von c findet man die Aus- 
drücke: @—=|z,1’"z--k(i?-1)| 

B—|z, iz k(it ie 1)! 
—l2, zit R(ie- j22 ja ı)|. 

Ist nun 2A=0 (mod 4), so wird 

c=!2,2-4&k 
und die Potenz 
e—=|2,,2--cA|. 

Sehen wir dabei von dem Fall A=0 ab, da dann c selbst 
gleich der Einheit wird, so wird durch keine Potenz von c die 
Größe z in sich selbst übergeführt. c ist also in diesem Fall von 
der Ordnung ». 

Ist aber A=1 oder =3 (mod 4), so wird c* und keine 
frühere Potenz gleich der Einheit, im Falle A7=2 (mod 4) aber 
schon die Potenz c°®. 

Durch Schraffieren der Felder ist die ausgezeichnete Unter- 
gruppe hervorgehoben, die mit der Klasse 0 der obigen Einteilung 
zusammenfällt. Nimmt man zu diesen so bezeichneten Quadraten 


») vgl. Netto, l..c. 
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noch ihre sämtlichen Scheitelquadrate hinzu, so erhält man das 
Bild derienigen Untergruppe, für deren Operatoren die Dimension 
h=0 (mod 2) ist. Denkt man sich auch diese hinzukommenden 
Felder schraffiert, so zerfällt die ganze Ebene in abwechselnd 
schraffierte und nicht schraffierte Quadrate. 


Auf einen Umstand sei noch besonders hingewiesen. Unter- 
wirit man einen beliebigen Operator einer Transformation, so 
wird, wie aus dem oben bewiesenen folgt, seine Dimension (mod 4) 
nicht geändert. Geometrisch bedeutet dies aber: Das den Operator 
repräsentierende Quadrat wird in ein anderes derselben Klasse 
übergeführt; einer Transformation entspricht also lediglich eine 
Verschiebung, keine Drehung. 


Während bei der hier gegebenen Darstellung ein Quadrat 
von fester Größe um stets neue und neue Punkte gedreht wird, 
wird bei der von Herrn Netto gewählten Deutung ein Punkt ? 
beständig um zwei feste Punkte O und Q gedreht. Dabei ent- 
spricht aber jedem neuen Umdrehungspunkt des Quadrates in 
der ersten Darstellung ein Größerwerden des Radius in der zwei- 
ten, sodaß derselbe schließlich über jede angebbare Grenze hin- 
auswächst, und dadurch die unendlich hohe Ordnung der Gruppe 
veranschaulicht wird. 


In ähnlicher Weise wie das Quadrat kann unter den regel- 
mäßigen Polygonen allein noch das Sechseck zur Darstellung 
einer Gruppe verwendet werden (Fig. 20). Die Definitionsgleich- 
ungen derselben lauten: 

a3] Da Dee 

Entsprechend dem Satz über die zuletzt besprochene Gruppe 
haben wir hier die Beziehung: Alle Operatoren, für welche 
die Dimension kongruent I oder 2 (mod 3) ist, sind von 
der Ordnung 3; alle, deren Dimension kongruent Null 
(mod 3), sind mit Ausnahme der Einheit von der Ord- 
nung unendlich. 


Wiederum gehen die Felder, die Operatoren der letzten 
Klasse veranschaulichen, durch einfache Parallelverschiebung aus 
dem Einheitsfeld hervor, während die der Klassen 1 und 2 eine 
Parallelverschiebung und eine Drehung um 2x in positivem oder 

3 


negativem Sinn erfahren haben. 


8 


Übersichtlicher noch gestaltet sich die Darstellung der Gruppe, 
wenn man den einen Operator c durch die beiden anderen @ und 
5 ausdrückt und dann für die Gruppe die Bestimmungen 

a a A EN 
und die Darstellung Fig. 21 hat. An dem oben ausgesprochenen 
Satz über die Ordnung der Operatoren wird hierdurch nichts ge- 
ändert; es zerfällt aber bei der jetzigen geometrischen Repräsen- 
tation die ganze Ebene in Streifen, wobei alle Operatoren der 
weiß gelassenen Streifen die Ordnung 3 und die der schraffierten 
mit Ausnahme der Einheit die Ordnung & besitzen. 

Die innere Verwandtschaft dieser Gruppe mit der vorher- 
gehenden erkennt man am besten, wenn man wieder zur ana- 
Iytischen Darstellung übergeht und setzt: 

aehzo2i b=|2,02+1—o|, 
wo 9 eine primitive dritte Einheitswurzel bedeutet. Dann wird: 
»=|,02—e+1| 
Bl ztz ll 
Bea?=|z,0E2—o-+e?| 
(#a)?=|2,0?2+1—e 
Bazar, 

Wir werden im folgenden nochmals auf diese beiden Gruppen 

zurückkommen. 


$ 3. 

Wir wenden das Verfahren an zur Veranschaulichung von 
Substitutionsgruppen und knüpfen dabei an an die Darstellung 
von Substitutionen durch Transpositionen. Die symmetrische 
Gruppe von z==3 Elementen 1, 2, 3 läßt sich dann z. B. erzeugen 
mit Hilfe der beiden Transpositionen (12) und (13). 


Sechs Strahlen, von denen je zwei aufeinanderiolgende den 
Winkel x einschließen, mögen abwechselnd in der durch Fig. 22 


3 
ersichtlichen Weise mit den Tranpositionssymbolen (12) und (13) 
bezeichnet werden. Bei der gewählten Anordnungsweise und 
unter Berücksichtigung des Umstandes, daß jeder der beiden er- 
zeugenden Operatoren von der Ordnung 2 ist, ist es verständ- 
lich, wenn wir den Übergang von einem Winkelraum zu einem 
benachbarten. als eine Spiegelung an dem die Gebiete trennenden 
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Strahl bezeichnen. Schraffiert man nun die beiden an das Ein- 
heitsfeld angrenzenden Gebiete (12) und (13) und setzt das Ver- 


fahren derart fort, daß immer schraffierte und nicht schraffierte 
Gebiete aneinanderstoßen, so stellen die schraffierten Winkelräume 
alle Substitutionen dar, die aus einer ungeraden Anzahl von 
Transpositionen hervorgehen, die drei weißen Felder 1, (123) und 
(132) dagegen bilden die alternierende Gruppe. 


An .dieser Darstellung der symmetrischen Gruppe von r==3 
Elementen nehmen wir aus einem sofort ersichtlichen Grund eine 
Änderung vor. Wir wollen nämlich das Einheitsfeld durch eine 
Strecke (23) derart abgrenzen, daß ein gleichseitiges Dreieck ent- 
steht. Nehmen wir jetzt die Spieglung an den drei Seiten (12), 
(13) und (23) vor und setzen sie in infinitum fort, so bedeckt 
sich die ganze Ebene mit Sechsecken, die alle die nämliche Zu- 
sammensetzung aus je sechs Dreiecken haben: wie das ursprüng- 
liche. Die Gruppe wiederholt sich also unendlich oft. 


Der Übergang zur symmetrischen Gruppe von n==4 Ele- 
menten ist jetzt einfach. Wir ersetzen in einem Sechseck, das 
die symmetrische Gruppe von drei Elementen wiedergibt, überall 
das Element (23) durch die Strecke (14) und erhalten durch fort- 
gesetzte Spieglung an den Seiten (12), (13) und (14) die Gruppe 
von 24 Substitutionen, aus der wir wieder durch abwechselndes 
Schraffieren und Weißlassen der Felder die zwölf Substitutionen 
hervorheben, die die alternierende Gruppe bilden (Fig. 23). Setzen 
wir auch hier wieder die Spieglung in infinitum fort, so bekom- 
men wir eine analoge Wiederholung wie oben. 


Die Bevorzugung des Elementes 1 bei der Auswahl der er- 
zeugenden Transpositionen- macht sich in eigentümlicher Weise 
bemerkbar. Die Transpositionen, die das Element 1 umsetzen, 
haben mit dem Einheitsfeld eine Seite gemeinsam, die Trans- 
positionen (23), (24) und (34) dagegen eine Ecke. Ferner er- 
kennt man: In dem Schnittpunkt der Seiten (13) und (14) des 
Einheitsfeldes stoßen sechs-Dreiecke zusammen, die eine Gruppe 
bilden. Es ist dies die Gruppe der Substitutionen, die das Ele- 
ment 2 nicht umsetzen. Ähnlich erhält man die Untergruppen, 
deren Substitutionen die Elemente 3 und 4 nicht enthalten. Da- 
gegen haben die Substitutionen, in denen das Element 1 nicht 
vorkommt, folgende Lage zu einander. Man verbinde die Mitte 


a 


des Einheitsfeldes mit der Mitte seiner Scheiteldreiecke (in der 
Figur punktiert angedeutet) und gehe von dort ebenso weiter. 
Dann geben die Endpunkte dieser Strecken die Substitutionen 
an, die das Element I nicht enthalten. Führt man die Konstruk- 
tion weiter aus, SO schließen sich die punktierten Hilislinien zu 
-Sechsecken zusammen. 


Wir knüpfen nochmals an die Darstellung der symmetrischen 
Gruppe von z=3 Elementen an, um an diesem Beispiel zu zei- 
gen, wie den verschiedenen Definitionen einer Gruppe auch ver- 
schiedene geometrische Deutungen entsprechen können. Die ab- 
strakte Gruppe sechster Ordnung nämlich, die der symmetrischen 
von z=3 Elementen einstufig isomorf ist, kann entweder deii- 
niert werden durch die Gleichungen er RL CEPN 
oder a an) KR 
Der ersten Definition entspricht die re Re Darstellung, 
wobei wir für c und d die Transpositionen (12) und (13) gesetzt 
haben. Der zweiten Definition entspricht dagegen Fig. 24. Hierin 
ist für @ die Substitution (123) und für 5 die Transposition (12) 
gesetzt; es stellen dann die drei inneren Felder die alternierende 
Gruppe dar, die drei äußeren die Transpositionen (12), (13) u. (23). 

Unter derı Substitutionengruppen wollen wir noch besonders 
die metazyklischen betrachten. Entsprechend der Ordnung p 
(?—1) dieser Gruppen, kann man zunächst die Ebene in » 
Winkelräume teilen, die den verschiedenen Potenzen einer zyK- 
lischen Substitution s, der Ordnung p entsprechen und darauf 
ieden Winkelraum nochmals in (p—1) Gebiete, entsprechend den 
Potenzen einer zyklischen Substitution s, der Ordnung (p—1). 
Marsbetrachtem den Ball? p=5,:5,=(12345), 5,==(1243) 
(Fig. 25). In den Winkelraum, der die Einheit repräsentiert, 
kommen dann noch die Potenzen der Substitution (1243), die 
durch stark gezeichnete Linien getrennt sind, zu liegen. Nach- 
dem man so den ersten Winkelraum eingeteilt hat, wiederholt 
man die Teilung in analoger Weise in den übrigen. Nun ist 
aber zu beachten: Die Trennungslinien der fünf Winkelräume 
bedeuten beim Überschreiten nur solange eine Multiplikation mit 
s,—=(12345), als dies Überschreiten auch fünfmal hintereinander 
unter Beibehaltung des Drehungssinnes erfolgen kann. Dies trifft 
nun zu für den innersten Teil der Figur und ferner für die nicht 


begrenzten Teile der Winkelräume, die die fünf Substitutionen 
zweiter Ordnung darstellen, wobei allerdings im letzteren Fall 
der Drehungssinn der entgegengesetzte ist zu dem im Innern. 
Für eine gewisse Strecke aber, die jedesmal durch den Schnitt 
mit zwei stark gezeichneten Linien begrenzt wird, können die 
fünf Strahlen nicht mehr unmittelbar hintereinander überschritten 
werden, da das Gebiet, in das man dann gelangt, allein begrenzt 
wird von zwei stark gezeichneten Linien und der Trennungslinie, 
die man unmittelbar vorher geschnitten hat. Man kann also nur 
wieder durch Überschreiten derselben Linie in das Ausgangsgebiet 
zurückgelangen und auf dieser Strecke müssen also die fünf Strahlen 
eine Substitution zweiter Ordnung darstellen. Daher sind auch 
für diese Gebiete die Strahlen unterbrochen gezeichnet und das 
Schneiden der hier eingeschalteten Strecke entspricht in der Tat 
der Substitution zweiter Ordnung (25) (34). 


S 4. 

Wir haben also im Vorhergehenden Beispiele dafür ange- 
führt, wie man zur Darstellung einer endlichen Gruppe die Ebene 
entweder in eine Anzahl Felder teilt, die gleich der Ordnung der 
Gruppe ist, oder in eine unendliche Anzahl, von denen aber nur 
rn verschieden sind, wenn z die Ordnung der Gruppe bedeutet. 
Nicht. wesentlich verschieden von dieser Darstellungsart ist es 
schließlich, wenn man als Einheitsfeld einer endlichen Gruppe 
irgend eine Fläche eines Polyeders wählt und dann derartige 
Bestimmungen über die Kanten des Körpers trifit, daß die Dre- 
hungen einer Fläche des Körpers um einen ihrer Eckpunkte als 
Operatoren der Gruppe aufgeiaßt werden können. So kann z.B. 
die Gruppe zwöliter Ordnung 

Dee 0 Di 
durch den Rhombenzwölfflächner wiedergegeben werden, wenn 
man dessen Kanten in der durch Fig. 26 angedeuteten Weise 
unterscheidet. 

Man erhält bei dieser Darstellung ein Bild der Untergruppe, 
die alle Operatoren zweiter Ordnung umfaßt, durch die beiden 
mit 1 und a®b bezeichneten Felder und ihre beiden parallelen 
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Gegenflächen aba=bab und ab?. Die übrigen acht Flächen, 
die vollkommen gleichartig angeordnet sind und zu je vier in 
einer Ecke zusammenstoßen, repräsentieren dann die Operatoren 
der Ordnung 3. 

‚Als zweites Beispiel wählen wir die Gruppe 24. Ordnung: 
Ba —, (ab)°=1 (Fig. 27). Im Gegensatz zu der vorigen 
Gruppe, bei der dem Operator db eine Drehung in positivem, dem 
Operator a dagegen eine in negativem Sinn entsprach, ist der 
Drehungssinn für die beiden Operatoren a und 5 der letzten 
Gruppe derselbe. Bei der ersten Gruppe macht sich außerdem 
die Einteilung der Kanten des Körpers in stark und schwach 
gezeichnete dadurch geltend, daß die zwei- und vierzähligen 
Symmetrieachsen, die der Zwölfflächner ohne diese Unterschei- 
dung besitzt, weggefallen sind; die dreizähligen bleiben dagegen 
erhalten. In Fig. 27 dagegen treten alle Symmetrieachsen voll- 
zählig auf. Zwei andere Darstellungen der Gruppe a?’=1, 
b—=1, (ab)°—=1 finden sich außerdem bei Burnside: Theory 
of groups of finite order, pag. 310. 

Auch die bereits auf Seite 6 besprochenen Klassen von Grup- 
pen, nämlich Deal Pos=ah und 

Bin el. 00==arld 

können auf diese Weise dargestellt werden, wenn man eine z- 
eckige Doppelpyramide zu Grunde legt und a als Drehung eines 
Feldes um die zugehörige Spitze, 5 dagegen als Spieglung an 
der Mittelkante auffaßt. Fig. 29 ist für den Fall z=6 gezeichnet 
und zwar stellt die Zeichnung die Gruppe a®—=1, 51, ba=ab 
dar, wenn von einer Spitze der Pyramide aus gesehen die Dre- 
hungen sowohl in der unteren als in der oberen Hälfte der Py- 
ramide denselben Sinn haben. Ist der Drehungssinn dagegen 
in den beiden Hälften verschieden, so wird durch die Figur die 
Gruppe ad=1, b?=1, ba=a°b veranschaulicht. 


Se 

Wir kommen zum Schluß nochmals zurück auf die beiden 

unendlichen ‚Gruppen (1) ».2°==1, 5?—1, (5229) 225 
Zr ae nel are 
für die wir auch in analytischer Darstellung schreiben konnten: 
8) a=|z2,02|,d=|2,02+-1—e|, 

wo go eine primitive dritte bzw. vierte Einheitswurzel bedeutete. 
Wir wollen jetzt ganz allgemein o als zte primitive Einheitswurzel 
annehmen. Vermittelst der oben geschilderten Drehung von 
regelmäßigen Polygonen und Parallelogrammen lassen sich aber 
keine anderen als die beiden erwähnten Fälle darstellen, dagegen 
gelingt es mit Hilfe der von Herrn Netto angegebenen Methode*). 

Es sei also z=x--iy irgend ein Punkt P der Ebene. Dann 





die den Punkt ?P auf dem um den Anfangspunkt O geschlagenen 
Kreis um 2x in positivem Drehungssinn weiterführt. 5 bedeute 


dann die Operation, die ?P um denselben Betrag und in dem- 
selben Drehungssinn um irgend einen Punkt Q=x, —+iy, drehe. 
Um den analytischen Ausdruck für 5 zu finden, machen wir Q 
zum Anfangspunkt eines neuen Koordinatensystems durch die 
Transformation 
(4) ST en er hane 
Dann hat nach der Drehung um Q der Punkt in dem neuen 
System die Koordinaten ($ De und in dem alten 
P=(s+in)ettn4tyi 
5) Pebktiy)ert nt) A—e). 
Für 5 hat man also den Ausdruck: 
(6) b=|2,20+1—0)( +i)|. 
Daraus geht hervor, daß die Operation 5 in (3) stets eine 
Drehung um 2x um den Einheitspunkt mit den Koordinaten 


Kiez leyeurDnedeiter 
Es seien nun in einer Ebene eine Anzahl Punkte ?A,,P,, P, -:- 
gegeben und als die erzeugenden Operatoren einer Gruppe die 


AvD Nettb, 120; 
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Drehungen, die einen Punkt ? mit den Koordinaten z=x--iy 
um 2x um einen dieser Punkte herumführen. Dann hat jede 
dieser Drehungen den Ausdruck 
(7) Q4.=|2,20-+ (1—0)(Xx-+iy»)| 
nnd das Ergebnis’ von 7% Umdrehungen um den gleichen oder 
um verschiedene Punkte kann stets auf die Form gebracht werden 
(8) am |2,20"—-A-+Bi,, 
wo A und B von den Koordinaten x, y» der Umdrehungspunkte 
abhängen. In analoger Weise wie oben*) kann man daher jetzt 
den Satz beweisen. 


Ist die Dimension A eines Operators kongruent Null 
(mod z), so ist der Operator, falls er nicht gleich der 
Einheit wird, von unendlich hoher Ordnung, ist aber 
h=r (mod r), wo r eine der Zahlen 1,2,---=(n—1) be- 
deutet und haben 7 und z den größten gemeinsamen 
Ber sodaß r—nd, nen, diist, so, ist der. Operator 
von der Ordnung n.. 

Ist also speziell z eine Primzahl, so besitzt die Gruppe außer 
der Einheit nur Operatoren der Ordnung z und ». 

Ein Beispiel für z als Primzahl ist Gruppe (1), für z als 
zusammengesetzte Zahl Gruppe (2). 

Die Gleichung (8) läßt aber noch eine andere geometrische 
Auffassung zu. Statt nämlich den Punkt z=x--iy Ah Um- 
drehungen um irgend weiche Punkte zu unterwerfen, kann man 
ihm, entsprechend dem Ausdruck z-0“ in (8) eine einzige Um- 
drehung um den Anfangspunkt von dem Betrag A-2x erteilen 


[24 
und darauf eine Verschiebung, deren Größe, Richtung und Sinn 
durch den Ausdruck A-- Bi gegeben ist. 


Als Beispiel wählen wir den Operator der Dimension 9: 
Borgeha bi 2.12.2331] 
der Gruppe a |2,i2|,d= 2ziz2-+1—i|! (Fig. 29). 
Geometrisch besteht also der Operator aus einer Drehung 
um den Anfangspunkt im Betrag von x, die wir an Stelle von 9x 


2 2 
setzen, und der Verschiebung 3—3/7. Die Punkte ?,, P,, P, und 


*) Vgl. S. 13. 





N 






P,=P geben dabei die Lage an, in die der Punkt P=12+6i 
durch die verschiedenen Potenzen von s übergeführt wird. f 
Wird bei einem anderen Operator die Drehung gleich Nu ll, 
so besteht er allein aus einer Verschiebung, er ist also von € der 
Ordnung ©. Ist dagegen die Verschiebung gleich Null, s 0 be- 
deutet er allein ui, Rotation um O und stellt dann eine Pot nz 
yon a=12,02 ı dar. | 
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Lebenslaui. 


Am 22. August 1885 wurde ich zu Armsheim (Rheinhessen) 
als Sohn des evangelischen Pfarrers Gustav Drescher geboren. 
Zuerst besuchte ich die Volksschule zu Ulrichstein, von Herbst 
1894 an das Gymnasium zu Gießen. Ostern 1904 legte ich die 
Reifeprüfung ab und studierte darauf an den Universitäten Gießen 
und München Mathematik und Naturwissenschaft. Im Juli 1908 
bestand ich in Gießen die Prüfung für das höhere Lehramt, ge- 
hörte dann ein Jahr dem pädagogischen Seminar des Realgym- 
nasiums zu Mainz an und war danach am Realgymnasium und 
der Oberrealschule zu Gießen beschäftigt. Seit dem 1. Oktober 
1910 bin ich an der höheren Mädchenschule zu Quedlinburg 
angestellt. 

Herrn Geheimrat Netto, der die Anregung zu der vor- 
liegenden Arbeit gab und mich. bei der Abfassung mit seinem 
Rat freundlichst unterstützte, möchte ich auch an dieser Stelle 
meinen herzlichsten Dank aussprechen. 


Gießen, 5. Oktober 1910. 


Ernst Drescher. 
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